ey

BERENGER B

T.C/4/9899

INTERROGATION N° 3 T.c

EXERCICE I

On considere la suite numérique (u) définie par :
uO = 1 et,

1
pour tout entier naturel n, u,,,= 3 U tn- 1.

1°) Déterminer un polyndéme du premier
degré, P(n), vérifiant la relation de récurrence

P(n+1) =% P(n)+n-1

2°) Soit (v) la suite définie par : pour tout
entier naturel n, vp = u, - P(n). Montrer que (v) est
une suite géométrique.

2°) Calculer v, puis calculer v, en
fonction de n.

En déduire que pour tout entier naturel
19 1 6n-15

n,un=Tx§k+——4 .

3°) Montrer que la suite (u) peut s'écrire
sous la forme (u) = (t) + (w) ou (t) est une suite
géométrique et (w) une suite arithmétique.

4°) Calculer Ty=to+t; +th+ ... +t, et
Wh=Wo+ Wi+ Wo+ ... + Wp.

En déduire Up=uo+u +up + ... + up

EXERCICE I

On considere dans le plan (P) rapporté a un repeére

orthonormé (O, 7, _f ), le cercle (') de centre O et
derayon 1. Soit Ale point de coordonnées (1, 0) et
A'le point de coordonnées (- 1, 0).

1°) Par tout point H dusegment [AA'], distinct de A
et de A', on mene la perpendiculaire (A) a la droite
(AA").La droite (A) coupe le cercle () en M et M.

On pose OH = x. Calculer en fonction de x l'aire

dutriangle AMM'.
2°) Soit f la fonction numérique définie sur [-1, 1]

par:

f(x) = (1-x)41 - x2
et soit (C) sa courbe représentative dans un plan
rapporté a un repere orthonormal ou l'unité de
longueur est 4 cm.

a) Etudier la.dérivabilité de fen - 1 et en

+ 1.

b) Dresser le tableau de variations de f;
ony précisera f(0).

c) Tracer la courbe (C).
3°) Montrer que le triangle AMM'
maximale est équilatéral.
4°) Justifier que l'équation f(x) = 1 admet
exactement deux solutions a et f (a < B ).
Donner, graphiquement une valeur approchée de
Q.

d'aire

EXERCICE II

On donne trois points A, B, C distincts non alignés
du plan et on note a, b, ¢ les longueurs des cotés
du triangle ABC:a =BC, b= CA, ¢ = AB. On se
propose d'étudier I'ensemble (E) des points M du
plan tels que

MA2+ MB2+ M C2=a2+ b2+ c2.
1°) Soit G l'isobarycentre du triangle ABC et soit I
le milieu du segment [BC].

a) Calculer AB2 + AC2 en fonction de Al2
etdeBC2

b) Calculer AB.AC en fonction de Al2 et
deBC2

1
c) En déduire AG2 = §(2b2 +2c2-2a?).

Ecrire de méme les expressions de B G2
et de CG2.
d) Montrer que :

1
AG2+BG2+ CG2=3 (a2+b2+2)

2°) Déterminer 1'ensemble (E).

3°) On choisita =5, b =4 et ¢ = 3. Placer les trois
points A, B, C et dessiner (E) dans ce cas
particulier.

EXERCICE IV

On considere les deux suites de nombres réels, (uy)
et (vy) définies sur IN* par :
n

Up=Sin5 +sin5 + ... +sin—
n=Sin_3 +sin - sin >

1 2 n

et vn—nza-szr...+[12

1°) Démontrer quela suite (v) converge vers 5 -

2°) a) Démontrer que chacune des trois
fonctions numériques de variable réelle

X——> x-sinx

x2
X -1+-2—+cosx

x3 )
X - X+ +sinx
ne prend que des valeurs positives ou nulles sur
l'intervalle [ 0, +co [. On pourra utiliser les
variations de chacune des trois fonctions.
b) Justifier que pour toutn>1
13+ 23+ .. +nd<nd

1 1
Déduire dua) l'inégalité : v, - 6 X 72 <Un< Vnpour

tout entier naturel nnon nul.
c¢) Démontrer que la suite u est
convergente; quelle est sa limite ?



M. BERENGER Bernard

CORRECTION DE L"INTERROGATION Ne3
Exercice 1 :

1°) Posons P(x) =a x + b.
Alors P(n+1) = % P(n)+n- 1<=> 3a(n+l)+ 3b=an+b+3n-3
<=>3an+3a+3b=(a+3)n+ (b-3)pourtoutn.’

3

i . iticats 3a=a+3 a=§
Ce quidonne par identification : 3a+3beb -3 b=_E
4

29 u,, =§- u, + n-1

P(+1)= 3 P+ n- 1
En effectuant ]a différence membre 2 membre des deux égalités on obtient :
Uy - P(n+1) = = u,\ P(n)soit:v,,; = % v,. La suite (v,) est donc géométrique de raison q= %
et de premier terme v, = u,- P(0)=1+ 14—5_% )

D'oti, pour tout n, entier naturel, v, = 1749 (3) .

De la relation v, = u, - P(n) on tire alors l'expression deun:u, =

6n-15

19(1)“ 6n-15
4\3 4

3°) En posant t,=v et w, = on voit que (u,) est la somme d'une suite géometrique

. . . 3
(t,) de raison % et premier terme t,= % et d'une suite arithmétique (w,) de raison r = 3 et

; 15
de premier terme w,=- z

Donc Tn=t,+{+ ..t ti=— ————=u—

etWn=w,+w,+

OrU, =T+ W, —gaz[l (i)n'l]+(§n—l—5)(n+l)

4

Exercice 2¢

Ail'e(AMM')=2%AH><(2HM)=(]-X)V]-)<2
2")f(x)=(l-x)‘v/1-xz . Df =[-1;1].fest continue sur Df et dérivable sur]- 1; 1[.

F-FCD) {__m

a) Dérivabilité en- 1: lim
o oxel e
f non dérivable en-1 mais Cf présente en ce point une tangente verticale.

Dérivabilité en 1: ].m}w & 11"{11' V1-x2=0"
X<l

fest dérivable en 1 et Cf présente en ce point une tangente horizontale.

A-x)x x)x 2x* -x-1
b £) -V1-
Hg < 1}1 %% 1‘1-—x2

£(x) a donc le méme signe que2x*- x - 1= (2x+ 1) (x- 1)

3°) L'aire maximum est obtenue pourx = - 2 X

e 2n i£'00) —+

donc l'angle orienté (OA,OM ) = 3 et

— if(x)
I'angle inscrit (M'A, menty= T, Ls triangle 0 /'T \ 0

MAM' étant isocele et possédant unangle de

mesure %, on en déduit quil est équilatéral.

4°) La droite d'équation y = 1 coupe la courbe C en deux points, I'un d'abscisse f = 0 et
l'autre d'abscisse a < 0. Graphiquement on peut évaluer o a -0,85.

Exercice 3 :

B

TC/5/98-99
o AR? 2 BC
1° AB*+ AC*= (AI+IB) +(AI+IC’) =2A1* e &
-
- - - BCZ s

ABxAC_(AI+IB)(Al+[Q A% -

- - - - -

GA+ GB+ GC= 0 <=>3AG =AR+ AC

9AG? = ABZ+AC2+2ABxAC AB? + AC%+2A1% - BCQ
=AB2+AC2+ABZ+AC2——2——T=2ABZ +2AC?* -BC =2c? +2b% - a®

De méme on obtient : 9BG?*=2a%+2c*- b* et 9CG*=2a%+2b*- #

On a donc:

9(AGZ+BGZ+CG =R b*+2c*- ad+ 2a’+ 2 b+ R b +2a%- h

=B (b*+ F+ad)Ce qui établit la relation demandée.

29) MAZ+ MB*+ M G = a’+ b’ + c* <=>

3MG*+ GA%+ GB*+ GC*=a’+b*+ ¢* <=>

3MGr=a’+ b+ - %(az+ b?+ ) <=>
MGi= g(azi» b?+ H)<=>

MG——-Ja +b?+c’=1.

M décrit donc le cercle de centre G et de rayon r.
3% Sia=>5b=4et c=23, alors M décrit le cercle de
centre G ( point de concours des médianes du triangle

N

ABC)etderayonr= %.Da.ns ce cas-13, le triangle est

rectangle en Aet la médiane Al=2,5 donc GA = g d'ott
r=2GA.

Exercice 4 :
oy - L% L n@+D n+l
l)vn—n221=nzx 2 " 2n

ona doncbienlimv, = %

2
2°)  a) Posons f(x) =x - sinx , g(x) =- 1+ X? +cos x et

3
h(x)=-x+ x?Jrsinx.

1l faut remarquer tout de suite que g'(x) = f(x) et h'(x) =sg(x). L'étude de f nous donnera donc
la possibilité d'étudier g puish.
f'(x) =1- cos x. Donc pour tout x, f(x) = 0 f est donc croissante de 0 a + cosur[0; + oo [.
Donc f(x) est positif sur [0; + co[. g est donc croissante sur[0; + oo [. Son minimum est égal
a g(0) = 0. D'olr g(x) est toujours positif sur [0 ; + oo [., la fonction h est alors toujours
croissante de 0 a +oosur [0; + o [. Les trois fonctions sont donc positives ou nulles sur [0 ; +
oo,

b)Soit A, =1°+2°+ ... + n®et B, =n",
Soit p(n)la proposition A <B,.
® A;=1et B;=1donc p(l) est vraie.
. Sup3posons nz 1 tel que p(n) soit vraie donc
1%+ .+n’<n
<=> 13+ B+ (n+1)P <n*+ (n+1)
<=> B, <n'+ (n+1)®
Or (n+1)*- n*- (n+1)°=n(n+1)*- n*=3n*+3n* n> 0
done B, < n*+ (n+1)°< (n+1)%. p(n+1) est donc vérifice.
e Pour tout n>lonadonc 1°+2°+... + n®< n,

3
Du signe des fonctions f et h on peut en conclure que pour tout x de [0; + «o|on a x - % <

sinx <x en particulier :

1 l(i)’ssm_si
n -6 2 2% 52
2 1(2)° 2
n—z-g 7|+ s8In r\_2

. &

oo l(_r\_) csino
nZ 6 n 2 n f ] 2
Ce qmdonne en sommant membre 2 membre les ninégalités on obtient :

-}

V4 ~—(1 +2° 440’y <v,.

1

1 n'
Or 6n—6(l3 +2° +..4n )sé—ﬁ=6n—z

1
donc v,- 6—25 U, <V,.
On a démontré que limv, = % La suite (u,) est encadré par deux suites qui tendent toutes

les deux vers % , d'apres le théoreme des gendarmes on en déduit que lim u, = 21



