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EXERCICE 1 

Partie A
 
Dans le plan complexe muni d'un repère
 
orthonormal direct ,A , B ,H sont les points
 

a + bd'affixes respectives a , b et -- et a;t: b 
2 

A chaque point M( z) distinct de A, B, H on
 
associe le point M'(z') tel que
 

z'-a z-a 
--:::: --- [1]
z'-b z - b 

1°) Montrez que : 
(~,.M'B) = (i1Â ,A1B ) + n, modulo 2n ()1 ~ 

2°) a) Montrez que : 

o/f ( (z'- a;bXz ~ a; b) =(b;a)'~ ~ f 

( b) Déduisez-en que lâ droite (AB) est bissectrice 

de (HM,HM') , et que: .Hl\.1x.Hl\.1'= HA2 . " '+ : ., 

v c) Montrez que, sans calculs nouveaux ,que si K 
est le milieu de [ MM'] , la droite ( MM' ) est la 

,/bissectrice de (KA,KB). r .' 

3°) On suppose que a = 2i , b = 4 + 3i, z = 1 + 4i 
{ Placez alors le point M' ( z') . '" ~ 

Partie B-
Applications aux racines carrées d'lin nombre complexe 

1°) a est un complexe non nul, Zl et Z2 sont deux 
racines carrées de a .Les points Ml ,. M2 , A , 
R ont pour affixes respectives Zl , Z2 ,a et 1 . 
Montrez que pour a = a. et b =1 , Zl et Z2 vérifient 
la rçlation [1) énoncée au début de la partie A 0;.5 
2°) Déduisez-en que (M1M2 ) est bissectrice de 

13
C,l (GA, OB), où 0 est l'origine du repère. ') , 

0 
) Placez les points Ml et M2 lorsque a = -3 + 2i 

fh 01 

~érie: C 
Durée: 4h 
[oeil: 5 

EXERCICE 2 
Méthode de calcul d'une valeur approchée de l'intégrale 

J = r; sm x dx . ­
J~ x 

10) Transformation de J . 
[ ] 

Pour tout élément u de 1[2; 1[ ,on pose 

F(u) = hSint t dt et pour tout élément x de 
2 

. t 
on pose G(x) = rx sm 1[. dt .

Jo 1- t 

a) Prouvez que pour tout élément x de 
[

0; "2
1] :./1

0 G(x) = F(n) _ F(n ( 1 _ x» . 

(On pourra comparerl:s dérivées,des deux ~embres ). 

b) En déduire que J = G sm 1[.t dt. 
", ( Jo I-t 
JI L 

2°) Approximation de J 

Soit (Un) la suite définie par Uo = 

J 

. 1 U - Î2 /1' det SI n ~, n - Jo' 1 sm 1[.t. 1 

a) Prouvez que, pour tout n ~ 1 : 
J = Uo + Ul + ... + Un•l + rn 

/ 1 Il •

o(\ ' _ J: t sm 1[.1 dou rl1 - .t . 
o 1- t 

f 2- L 
7 

JJ: sin 1[.t.dl 

b) Etablissez que, pour tout élément t de [0; ~] 

t
n 

sin 1[.1 2 n 0 l ,r o, 5---5 t.J 1 . 
1-t 

Déduisez-en une majoration simple de rn .0,,1 ( O,Z'r 
c) Montrez que: J = lim (Uo + U I + ... + Un- l ). 

n-HOO 0/1 r °12r 
Calcul des intégrales Un • 

a) Calculez Uo et U1. 0 , l. J- 0, r C(1f +C 1r 
b) Etablissez que, pour tout entier n ~ 2 

Un = :2 [2~-1 -n(n -1)U/I_2 ] ­1 

4°) COllclusion 
A partir des résultats obtenus en 2°) et 3°), 

indiquez une méthode de calcul d'une valeur approchée 
de J à la précision 10.2 . (On ne demande pas f) .., 1..... 
d'effectuer ce calcul ). f 1 

1 



,.;~~ _\f ~/"; 
. ........ PROBLEMEt~re pr . eme a pour buts d'une part d'étudier la suite nne:n et d'autre de donner une
 r n. 

expression de ea comme limite d'une suite. Pour tout n > 0, on noteIn la fonction numérique définie sur 
71 -x 

[0 ; + 00 [par iix) = ~ . On appelle (Cn) la courbe représentative deIn dans le plan rapporté au repère 
n. 

(0; t; j), unité 2 cm sur l'axe des abscisses et 1°cm sur l'axe des ordonnées. 

3 PARTIE A ) 
A 1° Donner le tableau de variation de jn sur [0 ; + 00 [ ~ 
.IJ 2° Pour tout n ~ 2, étudier la position relative de (Cn) et de (Cn.]) et vérifier que le point A(n ;1(n) 0 ~(.l-Or'" .-' 

appartient à (Cn-]). ~ / 

.113° Construire sur le même graphique (C]) et (Cl). 1
 
G PARTIE B : (Le but de cette partie est d'étudier la suite (U,,) définie pour tout n > 0 par Un = l(n)
 
~, -1°a) En udlisant les résultats du A., montrer que la suite (Un) est décroissant~. ()1 .(
 

(l-~ /î(b) La suite (Un) est-elle convergente? Justifier. 0 1 7.'-­
On se propose dans les questions suivantes de déterminer la limite de cette suite. .
 

2 
2° a) Soit g la fonction numérique définie sur [0 ; 1] par: g(t) = ln( 1 + t) - 1 + ~ .
 

6)-\
 2 

f En utilisant les variations de g, démontrer pour tout t de [0 ; 1], on a: ln(l + t) :s; t - ~ / 

C ,(b) En déduire que pour tout entier 11 > 0, on a : {1 + ~} :s; /-171 . ) :; 
U _..l. 'Î
 

Dé ontrer que pour tout entier n > 0, on a : -Û+~ e 4n
 

71 

. . . _1_ 1 (_1_+_1_+.... +1 +1) ~
 
En dédUITe que pour tout entIer n:?; 2, on a : Un :s; e 4 71-1 71-2 2
 

, 71
 
4° a) Démontrer que pour tout entier n ~ 2, on a : f dt :s; 1 + 21 + ... + ..--.l-2 + _1_
c t n- n- 10; / 1
 
( On pourra utiliser des considérations des aires ou la décroissance de la jonction t à lit)
 
, -l_lln n J ..--­

CI' b) En déduire que pour tout entier n ~ 2, on a : Un :s; e 4
 

Cll.( c) Quelle est la limite de la suite (Un) ? ],' -­
:\an -t
 
'-"'t" PARTIE C: Pour tout entier n > 0 et pour tout a ~ 0, fixé, on pose In(a) = J~dt@ o n. 

r ,/" e,51° Calculer /1(a). v 1 

,/ • t n 
e,1 \ 2° Démontrer que pour tout n> 0 et tout réel t ~ 0 , on a 0 :s; In(/) ~ t 

n. 
R 'l.(En déduire un encadrement de Inra). -.- ­

() 1 30 a) Dém ntrer que pour tout'n > 0, o'n a: ~! < (~ r. On pourra utiliser BI a) pour mont~,Ç..que Un < 1b' ~, (1 lorsque n > O. 'J 1 ) 

(}jl( b) Démontrer que pour tout n> 0 on a °~ In(a) :s; (na~ 1 )71+1. 

C ,1-r Justifier que: lim f(n + 1) }ne ae 1)] = -00 . "--" 
n-H<>et n +
 

t' ,lrEn déduire que lim InCa) = 0 ,­
n~+oo .•.•. 

71 

4~ a) Etablir que pour n ~ 2, InCa) = - ~e-a + ln la). (On pourra utiliser une intégration parparties) 

:' :rb) En déduire que pour n;" 2, l.(a) :1- e-a(I-+ ~ + ~~ + .... + m. 01 ( 

C,1{ Cette égalité reste-t-elle valable pour 11 = 1. 

5° a) Démontrer que pour tout a de [0 ; +00 [, on a: lim (1 +- la, + a' ~ + .... + g~) = eC,l.r n~~ 2
a 

.. n. 

,./1( b) En déduire la limite de la suite (Vn) définie par: V = 1 + -3111 + 2 1 + ... + 1n 371""It x, 3 x2! xn! 
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