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EXERCICE 1(4 points)

On considére un dé cubique dont 4 faces sont blanches et
deux sont noires. L’expérience consiste & lancer ce dé ct a
noter la couleur de sa face supérieure.
1°) Calculer la probabilité d’avoir :

a) Une face blanche.

b) Une face noire.
2°) On jette le dé quatre fois de suite.

a) Calculer la probabilité d’avoir dans 'ordre : une face
blanche ; une face noire ; une face blanche ; une face blanche.

b) Calculer la probabilité d’avoir une seule face noire au
cours des quatre lancers.

¢) Calculer la probabilité d’avoir une face noire au
lancer ( une face noire pouvant apparaitre au cours des
autres lancers). :
3°) Soit n un entier naturel non nul.

a) Calculer la probabilité p, d’avoir au moins une face
blanche au cours des n lancers.

b) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que:

Pa = 0,99.

EXERCICE Il (5 points)

4)m-

Dans le plan orienté (P), on donne deux points distincts A et

B et on désigne par r, la rotation de centre Act d’angle 7—;— ct

par 1, la rotation de centre B et d’angle Zg-

Pour tout point M de (P), on note M ’ I'image de M
M” I'image deM’ par r,.
1°) a) Démontrer que le milieu J dusegment [M M”] est un
point fixe pourr,or,.
b) Construire soigneusement J et prouver que J est situ¢
sur le cercle de diamétre [AB).
(On prendra AB=10an)
2°) Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (M M ).
a) Préciser les éléments caractéristiques de la similitude
directe s de centre A quitransforme Hen M.

b) Démontrer que M, M’, M” sont alignés si et

seulement si H est situé sur le cercle de diametre [A J].
¢) En déduire I'ensemble (C), des points M du plan (D)

pour lesquels M, M’, M” sont alignés.
3°) a) Exprimer M’ M en fonction de AM’ puis M’ M”
fonctionde BM”.

b) Ou se situe le point M’ lorsqu’on a I’égalité

M'M” =M M?

¢) Trouver (A) ensemble des points M du plan (D) tels
queM’'M” =AM M.

par ryet

PROBLEME (11 points)

Partie A.
Soit @ la fonction numérique définie par :
X
D(x) = ——— six>0et D0)=0.
(x) (nx)? (O

1°) Démontrer que @ est une fonction continue sur son
ensemble de définition.
2°) a) Etudier la dérivabilité de ® en 0.

b) Dresser le tableau de variation de la fonction .

3°) a) Etudicer le comportement asymptotique de @ pour les
grandes valeurs de x

b) Préciser la tangente (T) & la  courbe (C),
représentative de @, au point d'abscisse e.

) Tracer (C) et (T) dans un repere orthonormé d’unité 1
cm.
4°) Démontrer que I'équation d(x) = ¢ admet exactement
deux solutions dans Iintervalle ]1; + « [ et que I'une de ces
solutions est comprise entre et et

Partie B.
Dans cette partie on considére la fonction { définie sur
X dt
11, + [ par f(x) = fl
graphiquement cette fonchon sans connaitre l'expression
explicite de f(x).
1°) a) Justifier I'existence def.
b) Démontrer que f est croissante sur ] 1; + o .
2°) a) Etablir que pour tout nombre réel t appartenant a
|1, +~lona:Int<t-1.
b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x > ¢.
Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + o,
) De fagon analogue, calculer la limite de f(x) lorsque x
tend vers 1 par valeurs supéricures.
3% a) Soicnl a ct bdeux réels tels que :
b dt b -a
b <, Int = Tna "
b)Soit x unréel strictement supéricur a c.
démontrer que0 < f(x) < x
c) Démontrer que: pour tout utel que e u< x alors :
X -u X -u
<f(xX) su+ |
¢ In

Inx

. Le but est de représenter

c<a<b.

Etablir qm."

d) Résoudre l'inéquation d(x) < x.
Justifier quel’on peut choisir u = d(x) lorsque x > ot
Etablir alors que:
Vx>c‘,1-‘x’(‘)(mf( et g B IRX
1 X X In dxx)

= 1 ¢t en déduire que

. . nx
¢) Démontrer que @ lim
x + 4 N Ax)

hm —f( y=1.

f) Vcrlhcr que l'on a I'¢galité :
Vx>el!, f(x) = e [ 1+ e(x) ]avec lim e(x) = 0.
In x X & 4

g) En déduire le comportement asymptotique de la
fonction f lorsque x tend vers + .
4°) a) On cherche & obtenir une valeur approchée de f(2) :
Soit h la fonction telle que h(t) = a t + b et h(e) = 1 ct

1
h(2) = n2’

Calculer les réels a et b et donner deux valeurs approchées
de ces réels & 107 pros. On utilisera ces valeurs approchées
pour la question 4b).
2
b) On prend alors f(2) -L h(t) dt. Calculer cette valeur.
5°) a)Donner le tableau de variation def.
b) Construire la courbe représentative de cette, fonction

f:
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EXERCICE 1
On considére un dé cubique dont 4 faces sont blanches et deux
sont noires. L’expérience consiste a lancer ce dé et a noter la
couleur de sa face supérieure.
1°) Soit Q l'univers des possibles. Une éventualité de Q est
I'obtention d’une face du dé parmi 6, donc card @ =Cg = 6.
Soit Al'événement « obtenir une face blanche ». Une éventualité
de Aest le tirage d'une face blanche prise parmi 4,

card A=C} =4d’ott plA)= =

Soit B I'événement « obtenir une face noire ». B est 'événement
contraire de Adonc p(B)=1- p(A)= =

2°) a)Soit C I'événement {(blanche noire, blanche, blanche)}.

C = AxBxAxA donc p(C) = x X=X= = —.

b) D I’événenement « obtenir une seule face noire » Nous
sommes, ici, en présence dun processus de Bernoulli, ou
I'épreuve élémentaire est le jet d'un dé, ot la réussite est

’obtention d’une face blanche avec une probabilité de % ( I"échec

est obtenir une face noire avec une probabilité de p = %) qui se

répete 4 fois et pour laquelle on désire obtenir 3 réussites
exactement. ¥

Clpp'= 32
p(D) = 81

c) E I'événenement « obtenir une face noire au 4™ lancer »
se rameéne a lévéneement obtenir une face noire dans 1'épreuve

simple Q. D’ot1 p(E) = ~

3°) a)Soit FI'¢é venement « obtenir au moins une face blanche ».
Ona ellors F est 'événenement « obtenir aucune face blanche ».
Pour F, comme pour la question 2b) nous sommes en présence

d’un processus de Bernoulli. D’oit p( F)= gp"}_)“ = (%)".D’oﬁ P

1
-pH=1- N
b)p, = 0,99 <=> (-;-)“ <0,01 <=> n]n(%). <In0,01
<=>n> m](_)r’lgl =>n=4,191 Dot le plus petit entier tel que p,

>0,99estn=>.
EXERCICE II(5 points)
M Dans le plan orienté (P), on donne deux
H points distincts Aet B et on désigne par

r,la rotation de centre Aet d’angle % et

par r,la rotation de centre B et d’angle
27
3
Pour tout point M de (P), on note M’
lI'image de M par r, et M” I'image de
M’ parr,.
1°) a)r,or, étant la composée de deux
rotations dont la somme des angles est
égale a m ( donc différente de 0 modulo
2n ), on en déduit que c’est une rotation
d’angle &, donc plus précisément une
M symétrie centrale. AlorsM”=r,o0r, (M)
implique que les points M” et M. sont
symétiques par rapport au centre de cette symétrie, le milieu
de[M”M] est donc le centre de la symétrie. D’oty, le point J est
un point fixe.
b) r, se décompose en un produit de deux symétries
orthogonales d’axes passant par A, (AB) par exemple et (D)

telle que ((D), (AB) ) =
produit de deux symétries orthogonales d’axes passant par B,
(AB) par exemple et (D’) telle que ((AB), (D) ) = % [x]. r,or, est

doncla composée des deux symétries d’axes (D) et (D’) sécantes
enJ (car Jest le centre delarotation r,or,.) et telles que

7 N .
3 []. De méme, r, se décompose en un

(D, D)= (D, AB)+ (AB,D’) = 7-23 [7]. Le triangle AJB est donc

rectangle en J et le point J appartient au cercle de diameétre [AB]
2°) Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (M M”).
a) s transforme H en M et A en A c’est donc la similitude

directe de centre A, de rapport — AM_ 21/— ( car [AH] est la

AH
hauteur dans le triangle équilatéral AM M’) et d’angle
(AH,AM)=- Z.

b)Si M, M’, M” sont alignés alors (AH) L (M M’) d’ott
(AH) L (HJ) car les points M, H, J, M’, M” sont alignés. Le
triangle AHJ est donc rectangle en H et H appartient au cercle
de diametre [AJ].
Réciproquement si H appartient au cercle de diametre [AJ]. on
aura (HA) L(HJ) d’une part et (HA) L (HM). Les droites (HJ) et
(HM) sont donc confondues, le point J appartient donc a la
droite (M M’ ). Les droites (M M’) et (M M”) ont donc en
commun deux points, M et J, elles sont donc confondues et les
points M, M, M”sont alignés.
Dot M, M’, M” sont alignés si et seulement si H est situé sur
le cercle de diametre [A J].

¢) Lorsque H décrit le cercle de diametre [A J], le point M est
aligné avec M’,M”. Or M est I'image de H par la similitude H,
Une similitude transformant un cercle en un cercle, le point M
décrit alors le cercle (C) de diametre [AJ" | ott J'=s(J ).
3°) a)M’M =AM’ car le triangle AMM’ est équilatéral. Dans
le triangle BM' M” :

M’ M”=BM’2+BM"?
=+3M’B.

-2BM'xB M” cos(z—;-) =3B M™%
Doa M’ M”

b)Lorsque M’'M” =43 M’ M alors M’ M = M’ B d’oit
M’ A= M’ B. Le point M’ appartient donc a la médiatrice de
[AB].

c) D'oti (A) ensemble des points M du plan (P) tels que
M’'M” =43M’M estl'image par r," de la médiatrice de [AB]
car M =1, (M )et queM’ décrit la médiatrice de [AB].

PROBLEME (11 points)

Partie A.

D(x) = (ln’;)z six > Oet ®(0)=0.

10 e e LG -
)hm <I>(x) (]nx)z = ]).(l{[(l) X o) = 0= ®(0), d’'ou ® est

continue en 0. Or comme @ est le quotient de deux fonctions

continues ( ne s'annulant pas ) sur ]O + oo [, on en déduit que ®

est continue sur [ 0; + o [. NG Ao A+

2°) a) lim D(x) - D(0) - lim 1
x>0 x-0 x~0 (Inx)?

dérivable en 0 et son nombre dérivé est 0.

= 0. la fonction ® est donc

2
b) &' (x) = an(in—“)flnﬁ Le signe de F'(x) dépend donc
X
essentiellement de celui de (Inx)*- 2Inx =Inx(Inx - 2).
lim ®(x) = 2=lim—1—2—=+oocar
X—> 40 x~>4m (Inx) X—> 40 (_hl)i_
X
i 0% (ln X) : -
x—wco X X~»+cc 4 X - '
X=X
2
lim oo _ 0* donc im + =+ co. La droite d’équation x = 1
x=1 X x>1 (Inx)
est donc asymptote
verticale a (C). X 0 1 o 109
On a donc le tableau de
variation : v | —— — 0 -4
3% a) lim ) =
x—>40 X O(x)
. 1
lim = 0. L
x—+ (In x)2 a &
0 1




courbe (C), admet donc une- branche parabolique au voisinage
de + oo de direction Ox.

b) ®’(e) = -1. La tangente a (C), au point d’abscisse e est
donc parallele a la deuxieme bissectrice. elle a pour équation
y=-x+2e.

........................................................................

AU I O W "

4°) Sur lintervalle | 1; €* [, ® est continue et strictement
décroissante, elle définit donc une bijection de l'intervalle ] 1 ; €]
2 2

su_r[ez;+oo[.0re<4donc%< 1et ez<ec’est—‘a-dire quee

2
appartient a l'intervalle [ ez ; + o [ donc, e admet un unique

antécédent dans lintervalle ] 1; €* [. On peut remarquer que
®(e) =edoncl’antécédent de e est e.

Sur lintervalle ] €% + [, ® est continue et strictement
croiss?nte, elle définit donc une bijection ;:le Iintervalle Je; + o [

sur] ez; + o [. Or e < 4 donc i— <1let %—l— < e c'est-a-dire quee

2

appartient a l'intervalle [ ez ; + o [ donc, e admet un unique
3

antécédent a dans l'intervalle ] % + o [. De plus ®(€®) = % et

4 3 4
P(e') = (13—6—. On démontre facilement que % <e< % donc ®(e?)

< ®(a) < d(e*)soit, plus exactement que e<a<el
Partie B.

1°) a)Soit x del’intervalle ]1; + « [, sur I'intervalle [ e ; x ], la
fonction définie par g(t) = ﬁ est continue, elle admet donc une

primitive. Or, f est la primitive de g qui s’annule en e, donc f est
parfaitement définie sur l'intervalle ] 1; + o [.

b) Par définition de £, £/(x) = g(x) = ﬁ Sur 11+ e[, lnx >0
donc f'(x) > 0 et f strictement croissante sur cet intervalle.
2°) a)Soit p(t) =Int-t+ 1. ¢'(t) = % — 1 qui est toujours

négatif sur l'intervalle ] 1; + « [. Donc ¢ est décroissante, de
plus (1) = 0 Donc pour tout t de ] 1; + o [, o(t) < 0, soit plus

b) Alors, lorsque x > e, on peut appliquer le théoreme de la
positivité del’intégrale et on obtient

x dt dt
f)=[ > L1 =Inx-1)-In(e- 1)
Or lim In(x-1) - In(e-1) = + «. D’olt d’aprés le théoreme de
X—> 430

comparaison des limites, on en déduit que lim f(x) = + co.

c) Sil< x < e, sur l'intervalle [ x ; e ], d’apres l'inégalité
établie a la B2a) on en déduit que
x dt x dt
f(x)=fem<fem=ln(x-l )-In(e-1).
Or limIn(x-1) - In(e-1) = — «. D’ott d’apreés le théoreme de
x =1

comparaison des limites, on en déduit que ]jm1 f(x) =— co.

3°) a)e<a<t<b<=>0O<lna<Int<Inb

<=> 0 < h% < ﬁ < ﬁ d’ott en appliquant le théoréme de

comparaison des intégrales ( sachant quea<b)
b1 b dt b 1
0<fa ﬁdt<fa m<fa h‘ladt

b-a b dt b-a
<[ —=x
Inb 72 Int"™ Ina

bestsx<=> l<lnt<lnx <=> Osﬁsﬁs
dt x
<=>Osf: ]1_1t-sfe dt=x-esx. (B)

) En appliquant I'inégalité (A)aux réels uet x tels que:
x-u x dt x-u
sf —<
Inx “ Int" Inu
<=> X_us ¢ _di+ x ﬁs_x_u
Inx f“ Int fe Int™ Inu

soit que: A

1

e<u<x alors:

<= T2 =0 - fw = T

<= "h:; +f(u) = f(x) = f(w) + "h:l‘ll

En appliquant I'inégalité (B) on obtient :
s sus T ©
d) d(x) < x <=> 0< (]n);)z [(nx)*— }]

<=> (Inx<-loulnx>1)<=>0<x<e'oux>e

Sur l'intervalle [ a ; + c [, la fonction ® est croissante et donc
plus particulierement sur l'intervalle [ e*; + « [. De plus sur cet
intervalle ®(x) > ®(a)= e et d’apres les résultats de I'inéquation
précédente, ®(x) < x. On a donc pour tout x > €, e < ®(x) < x.
Voila pourquoi, on peut poser dans l'inégalité¢ (C), u = ®(x)
lorsque x > e*. Ce quidonne alors :

X — P(x) X — ®(x)
T <f(x) = ®d(x) + TR
puis, en multipliant par le nombre positif ln_xx_ :
1 2X) Inx <_1_ 2 Inx
Vx=>e', 1 < .f(x)_lnx +[1 ~ ]]n_cb(x)'
. In x : In x ; X
) thf‘man(x) T 0 lnx—lp(lnx) B i{%x_—lnx -
lim - T 1 Avecle théoréme des gendarmes on en déduit
X g glnX
~X
In x

que lim —.f(x)=1.
X—> 40 X

f) Soit alors Vx> e*, e(x) = 1% f(x) - 1 d’apres la question
précédente on a alors®
lim e(x) = 0et f(x) = —— [1+&(x) ]
X—> 40 h])(_
. fx) : 1
) im —= = lim —— [ 1 + e(x) ] = 0 donc la courbe

x—=>40 X x—4® N X
représentative de f admet en + « une branche parabolique de
direction Ox.
4) a)a= In2-1 e-2In2 _
" (e-2)In2 (e-2)In2
2

b)f(z)zf: h(t)dt=[a t? +bt ]2 =2(a+b) _e(a_ze +b)

=-0,88
5% a)

-06letb= 2,67

£(x) _'_ 1

f(x)




