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EXERCICE1 (5pts)
Dans cet exercice les questions 1°), 2°} et 3°) sont indépendantes.

1°) a) Déterminer I'ensemble des couples(x, y ) de nombres entiers relatifs, solution de I'équation ;

(E) :8x -5y =3.

b) Soit m un nombre entier relatif tel qu’il existe un couple ( p, ¢ ) de nombres entiers vérifiant m =8p +1et
m=5g+4.

Montrer que le couple ( p, g ) est solution de I'équation( £ ) et en déduire quem = 9[40].
c) Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supérieurs a 2000 .
2°) Démontrer que pour tout n € IN , 4" — 3" est divisible par 11.

3°) Soit p un nombre premier. On suppose que pour tous entiers relatifsaeth,ona(a+b)” =a” +b* [p]

a) Démontrer que :Vk € IN k% = k[p]

b) En déduire que pour tout entier naturel k premier avec p, on a kP = l[p]

EXERCICE2 (4pts)
1 1
On considere la suite (1, ),_,, définie par la refation /, = IO Nl+tdt et I, = J-Oz‘” Ni+tdr,VneIN .

1°) Calculer [, et/,.

n+l

2°) a) Comparer t"ett"", lorsque0 <t <letn>0.
b) En déduire que la suite (1, ) est décroissante.
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3°) a) Etablir, que : Vneﬂ\/*,—l—s[n S—l/—z—.
n+1 n+1

b) Démontrer que pour tout? élément de {0;1], ona:0< \/5 —1+t S_—;—(l —-1).

V2 12

¢) En déduire que:Vne]N*,——-—z._In <—.
n+l 2n n+l

d) Déterminer la limite de n/, lorsque n tend vers + .
Probléeme (11pts)

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O; i,}) . Lunité graphique est 4cm . Dans tout le probléme, 7
désigne l'intervalle [O;+oo[.

Partie A

%

On appelle f, et f,les fonctions définies surI par: f (x)=e et fi(x)=xe .

T, et G, sont les courbes représentatives de f et de f,dans le repere (O, 17 P

1°) Etude de la fonction f,.

a) Déterminer la limite de f,en+o.

b) Etudier le signe de f;' sur/ et dresser le tableau de variation de f;.

2°) Vérifier que pour toutx e/, f(x) = f,(x)— f,(x) (1)

3°) Soitx € /. On appelle M et M, les points de C, et de G, d’abscissex.

Déterminer selon les valeurs de x les positions relatives des courbes G, et G,.

4°) Les graphiques

a) Comment peut-on construire G, , a partir de la courbe'd'équation y=e" ?Tracer G,.
b) Placer les points de G1 d’abscisses 0,1,2 en précisant les tangentes a G, en ces points.
c) Tracer G, dans le méme repére.

Partie B

On se propose de fabriquer, a la suite de f et de f,, des fonctions f,, f;,..., f, , dérivables sur 7, pour
toutn entier naturel non nul, (2) {f"’ (%)= Joa(x) = Ju(*) .

fa(0)=0
1°) On pose pour tout xde/, g, (x)= f, (x)e”,cest-a-dire: f, (x)=g,(x)e".
a) Calculer f(x)en fonction de g, (x)etdeg, (x)pour tout xde/.
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b) Montrer que £, satisfait aux conditions (2) si et seulemerit si : pour tout x € I, pour tout# entier
naturel non nul,

) {g; (x)=€"foa(x)
8,(0)=0

2°) a) Calculer g} (x ) puis g,(x)pour x € I.En déduire f,(x).

b) Montrer par récurrence que pour tout x élément de /, pour toutz entier naturel non nul,
f=2 e,

Partie C

Soit @ un élément non nul fixé dans /. Pour tout entier naturel »,on pose/,(a)= jo f,(x)dx ou f, est

la fonction définie dans la partie B.

1°) Calculer/,(a).

- 7
—a

2°) En utilisant les conditions (2) , montrer que pour toutn=>1:17 (a)—-1, ,(a)= e
n!
1 ak
3°) En déduire que pour tout » ;,O,In(a) =1 —(Zﬁ)e_“. N
=0 s

4°) Dans cette question, on pose a =1.

On appelle(u, ) la suite numérique définie pour tout n € INpar:u, =1—( Z % Je = _‘.01 S, (x)dx.
k=0 V-

On note G, la courbe représentative de f, dans le repere (O; z; 34

a) Montrer que, pour tout entier naturel»,u, > 0 et donner une interprétation géométrique deu,, .

b) Montrer que pour tout entier naturelz, et pour tout x €[0;1] : £,(x) < L/x”.
n:

c) En déduire I'encadrement : pour tout entier naturel n :0<u, <

) o puis la limite dew,, .
n+1)!

d) Déduire enfin que e = lim () % ).
n—ro0 =2 k)
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