jRI;NGE;'B.
INTERROGATION N°® 13

EXERCICE I

On considere I'équation (E) :
73 = (5+31) 22+ (6+111)z - 10i=0,

ou z désigne un nombre complexe.
1°) a) Démontrer que (E) admet une unique solution
réelle z;.

b) Résoudre I'équation (E). On notera zp la

solution de (E) telle que Re(z2) = z1 et z3 la troisieme
solution.
2°) Le plan affine euclidien étant rapporté a un
repere orthonormé direct (O, [, ), on appelle A, B et
C les points d'affixes respectives zy, z et z3.

a) Déterminer le barycentre des points pondérés

(AI 2)/ (B/ - 2) et (C/ 1)

b) Soit S la similitude plane directe qui
transforme A en B et B en C. Déterminer le rapport,
I'angle et le centre de S.

c) Calculer l'affixe du point C', image de C par
S.

d) Sans aucun calcul, démontrer que le

barycentre des points pondérés (B, 2), (C, - 2) et
(C', Destlepoint]

EXERCICE II

Une urne contient 10 boules:
- cinqg sont blanches et portent les numéros 1, 1, 1, 2,
4,
- trois sont noires et portent les numéros 1, 3, 5.
- deux sont rouges et portent les numéros 6, 6.
On suppose les tirages équiprobables.
1) Soit l'expérience & qui consiste a tirer
simultanément deux boules de l'urne.
a) Calculer les probabilités des événements suivant :
Eq: les deux boules ont la méme couleur.
E»: les deux boules sont de couleur différentes.
E3: les deux boules portent le méme numéro.
b) Sachant que les deux boules ont la méme couleur,
calculer la probabilité qu'elles portent le méme le
numéro. Les événement E; et Ejz sont-ils
indépendants ?
2) On suppose maintenant que chaque boule tirée
portant un numéro impair fait gagner 5F et chaque
boule tirée portant un numéro pair fait gagner 10F.
Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage
simultané de deux boules la somme des gains.

a) Déterminer la distribution de la variable
aléatoire X.

b) Quelle est I'espérance mathématique de X ?

PROBLEME
L'objet du probléeme est de démontrer que

: 1 1 1
lim (6T+ﬁ+..,.+r'i)=e
n-->+ oo
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1°) Démontrer par récurrence que: ‘

1 1
YneIN* 2 ST

2°) Soit (upnein la suite numérique définie par :

u, =1
1 1 1
{VHE IN* Un=grt 7+ a1

a) Déduire du 1°) que la suite u est majorée par
3.

b) Démontrer que la suite u est convergente,
sans chercher a calculer sa limite.

Partie B:

On considere la fonction f, de IR vers IR définie par:
f.(x) = e

Pour tout nombre entier naturel n non nul, on

considere la fonction f, de IR vers IR définie par :
f.(x) = xnex,

Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, I, ])

(unité 4 cm), on désigne par (C;) et (C)) les

représentations graphiques respectives de f, et f..

1°) Etudier les variations de f; et f;. Préciser la

position de (C,) par rapport a (C;). Construire les

courbes (C,) et (C;) sur une méme figure

(prendree=2,7 et el = 0,37). <

2°) Etudier les variations de f, pour n > 2, en

distinguant deux cas suivant la parité den.

3°) Construire les courbes (C) et (C3) sur une autre

figure quela figure du 1°).

Partie C:
Pour tout nombre entier naturel n, on considere la
fonction F définie sur IR, par :

Fio=f | fdt

1°) Calculer F(x) et F1(x) pour tout x appartenant a I
R.. Calculer ensuite lim F (x)et lim Fy(x).
X—>+ oo X—>+ o0
2°) Démontrer que:
Vne IN* Vx€IR, Fy(x) =-xnex+ nF, (x).

Partie D.
Le but de cette dernieére partie est de calculer la limite
de la suite (Uwyen de la partie A
1°) a) Démontrer que:
Fn(l) _ el Fn-l(l)

VneE IN* A _—F-l_(n-l)!

b) En déduire que:
Fa()
Vne IN o = 1-elu,
2°) a) Démontrer que:
Vne IN* Vte[0,1] O<fy(t)<el.
b)Endéduireque: Vn€ IN* O0<F (1)<el

3°) Déduire des résultats des questions précédentes
la limite lorsque n tend vers l'infini de :

1 1 1
6T+ﬁ+...+;'!‘
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EXERCICE 1

713 - 5Z12 +6z,=0
1°) a) z; est solution réelle de (E) ssi -322+112-10=0 d
‘ol Zl:2
b)(E)<=> (z-2)[22- (3+3i)z+5i]=0
A=-2i=(1-1)2; zp=2+1; z3=1+21i
2°) a) L'affixe dubarycentre est Z=227,- 22, + z3
donc Z= 1. Le barycentre est donc le point I.

b) Premieére méthode:
BC |z;-z .
k=E=——3__Z2-=I1+11=\/§
2 1
= AB BC )= Z-Z
6=mes(AB ,BC)—arg(Zz_Zl)
—arg(1+i)=7

Q étant le centre de la similitude directe on doit donc avoir QAB
isocele rectangle et le triplet (2, A, B) direct on vérifie que Q =1 en
montrant que

—s — 1B
mes(IA , IB )=-4- etqueﬁ=\/§.

Deuxiéme méthode: La relation complexe associée a S est dela
formez' =az+Db, '

S(A)=B 2a+b=2+i
{S(B):C == {(2+i)a+b=1+21
a=1+i1
=z 1b=-i

Donc S est associée a larelation z' = (1 +i)z-1i
k=la| = [1+i] =vZ et0=arg(a) =arg(1+i)= 7. L'affixe du
centre Q vérifie larelation z=(1+i)z-idoncz=1etQ=1.
S est donc la similitude directe de centre 1, de rapport k = \]f et
' (A2
d'angle 6=7.
0)Zc=(1+i)zz-i=-1+2i. Donc C'(-1; 2).
d)S étant une application affine conserve le barycentre.
I est barycentre de (A, 2), (B, -2), (C, 1)
donc S(I) =1 est barycentre de (B, 2), (C, -2), (C', 1).

EXERCICE II

1°) Une éventualité de Q est un sous-ensemble de 2 éléments pris
parmi 10 boules.

Donc card Q = CJ, =45

L’événement E, se découpe en trois événements incompatibles deux a
deux, A, A, A;; ot Al est ’événement “tirer deux boules blanches
parmi 57, A21’événement “tirer deux boules noires parmi 3” et A3
I’événement “tirer deux boules rouges parmi 2”.

Ona:card A;=C2=10,card A= C3=3,card A,=Ci=1

etcard E = card A, + card A, + card A; =14, donc p(E1) = l—;

L’événement E, est le contraire de 1'événement E,. On a donc p(E,) =
31

L P(El) = E
L’événement E; se découpe en deux événements incompatibles B, et
B, ot B, est I'événement “tirer deux boules parmi les 4 numérotées
17 et B, 'événement, “tirer deux boules parmi les deux numérotées
67,
Ona card B,= Ci =6etcardB,= C% =1
donc card E; = card B, + card B, =7 et p(E;) = 47—5

b) L’événement E,
P(E; NE;)

P(E})

ayant le méme numéro et la méme couleur”, nous aurons C qui se
décompose en deux événements incompatibles, C, et C, ot C, est

I’événement tirer deux boules n° 1 parmi les 3 blanches et C,
'événement tirer deux boules n° 6 parmi les deux rouges. On a donc

4
card C,= C5=3etcard C,=C=1,card C=4et p(E, N E,) = ry
p(E, nEs)_g

dOﬁpEx(E:’):W— 7

sachant E, est donné par

pe,(Es)= . Si on appelle C I’événement “tirer deux boules

De plus p(E,) = % donc les événement E, et E, ne sont pas

indépendants.
2°) X<Q>={10,15,20}
a 10 15 20
p(X=a) 3 8 2z
15 15 15

La probabilité de gagner 10 F est celle de 1’événement tirer deux
boules portant un numéro impair donc tirer deux boules parmi les 6
numérotées impair. La probabilité de gagner 20 F est celle de
1’événement tirer deux boules portant un numéro pair donc tirer
deux boules parmi les 4 numérotées pair. La probabilité de gagner 15
F est celle deI’événement tirer une boule numérotée pair parmi les 4
et une boule numérotée impair parmi 6.

E(X) = 14.
PROBLEME
Partie A:
1°) Soit p(n)la proposition % 5231—_1

1 1
‘= let 5 = 1doncp(1) est vraie.

* Supposons p(n) vraie
1 1
o SonT <=> 201 <l
<=> (n+1)2r1<(n+1)n! (o)
or2<n+1lcarn=1donc
(o) =>2.2r1< (n+1)!
<=> 2n<(n+ 1)!
1 1
=T+ =

*Onadonc: YneEIN*
2°) a) 1<1

1
S5RT .

B[

A

IA

@ = 1) 2|
IA
R 12 1]

un<3- ol
Up<3
1
b) up+1 - un = @+ Donc (uyp) est croissante. Toute suite

croissante et majorée est convergente. (up est donc convergente.
Partie B:

1°) f's(x) = - ex tableau de variations 1

f'1(x)=(1-x)ex tableau de variations 2

X -co “+oo
£/ (x) —
“+oo
£,00 \
(6}
tableau 1

f1(x) - fo(x) = (x - 1) exdonc

sur | -o0; 1[ (C,) est au-dessous de (Cy);

sur ]1; +oo [ (Cy) est au-dessus de (C,)
Représentations graphiques de (Co) et (Cy)sur fig 1
2°) £'4(x) = xn1(n - X) e

Tableau de variations 3 dans le cas ot1 n est pair.
Tableau de variations 4 dans le cas ot n est impair.

|
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X |-c0 1
£/(x) 0
1
e
fi(x)
tableau 2

X 0
£’ (x) 0 —|—
fn(X)
0
tableau 3
X 0
' (x) 0 —
fr(x)

_—

I \
‘ 0

tableau 4

-

3°) Courbes (C) et (C3) sur la fig 2. Il est intéressant de vérifier qfle N
sur | -o0; 1[ (C3) est au-dessous de (Cp) et sur |1; +oo [ (C3) est au-
dessus de (Cy)

Partie C:

19)Fo(x) =[ - et]y =1-ex
X
Fi(x) =J 0 tetdt Posonsu(t)=tetv'(t)=et
alorsona : u'(t)=1etv(t)=-et donc
e -
Fix)=[-tel] +J‘0 e-tdt
Fix)=1-ex-xex

lim Fyx)=1et lim Fyx)=1

X—>+o0 X—>+oo
X
2°)Fn(x) =J. p tne-tdt Posons u(t)=tnet v'(t) = et
alorsona : u'(t) =ntrlet v(t)=- et donc
Fa¥) =1 - tne-t]x -J‘x -n tele-tdt
n! 0 0

Fu(x) =- xnex+nFri(x)

Partie D.
1°) a)Pourx=1,F,(1)=-e1+ nF1(1) donc
F) el Fm(D)

VnEIN' = =-1r *m1)
b Fn(1) el Fnai(l)
) TaC = "o T
Fri(1) el  Fpo(l)
o = o) T2y
Fn,z(l) el Fn-3(l)
02! = @2 Tn3)
..... pp N
2l = ot
Fq(1) el Fo(l)
I TR
FA1) 1 1 1 1 1, FqD
o Tt e T +§T+T!‘) o
=-eluy+1
Fo(1)
de plusT =Fs(l)=1-el=1-elu,
Fy1)

donc Vn€IN —r—==1-elun

2°) a) En étudiant les tableaux de variations 2, 3 et 4 on vérifie que V
n € IN* f,est croissante sur [0, 1]donc Yt E([0,1] fy0) < fi(t) <
fA(1) c'est a dire

O<fy(t)<el

« el 1 1
BDone [ 0dt<f |ty desf erdt
cestadireque:Vn€ IN* O0<Fyl)<el.
3)0<Fyl)cel <=>0<nl(1-eluy=el
<=>0<e- uns$
Or d'apres la partie A1°)ona % s% donc
Vne IN* O<e-unp< 2;1;1

hm-z—i—l =0d'ot1 lim ( e - uy) = 0soit: imuy,=e



