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REPUBLIQUE GABONAISE ' 2008- MATHEMATIQUES
OFFICE NATIONAL DU BACCALAGREAT . . Série :C-E
Durée : 4 heures
‘ Coefficient : 5

Pendant la résolution des exercices et probléme, tout résultat non établi par le candidat
peut étre admis pour la suite

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements ainsi que la
propreté seront prises en compte lors de I’appréciation des copies

EXERCICE I:
Les suites d entiers naturels (a,) et (b,) sont définies sur N par:
a,=3eta, =2a, -1 b,=1etb, =2b +3

1) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, a_ =2""+
2) a_ et a_,, sont-ils premiers entre eux pour tout entier n ?

3) Etudier suivant les valeurs de ’entier naturel p le reste de la division euclidienne de
2" par 5, en utilisant la congruence modulo 5. -
4-a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2a —-b_=5.

b) En déduire les valeurs possibles du PGCD(a_,b, ).

EXERCICE Il : i

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct (O,u v) Unité graphique 2cm

On considére l'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M, d'affixe =z
associe le point M’ d'affixe 2z—z°.

L' objel de cet exercice est de tracer la courbe (I") décrite par M lorsque M décrit le cercle (C) de centre
O et de rayon 1.

Soit r unréel de [-7 ; 7] et M lepointde (C) d'affixe z=e".

1-a) Démontrer que I'image M’ de M par F est le point de coordonnées
{x([) =2c0s! —cos 2

y(1) =2sin’ —sin 2¢

b

IE[—?[; 7[]

Ces relations constituent une représentation parameétrique de la courbe (1)

b) Pour re[-7 : 7],comparer x(-f) et x(1)d'une part, y(-1) et y(r) d'autre part: En déduire que
(I")admet un axe de symétrie que I'on précisera Justifier que I'on peut étudier (I') sur [0; =].
c)Montrer que pour 1[0 ; 7], ‘
xX'(1)=2sint(2cost—1) et y'(t)=-2(cost—1)(2cost+1)
ou x" et ¥ sont respectivement les foncuons dérivées de x et den

d) En déduire le sens de vanations des fonctions x et y sur [O g /7]

e) Donner le tableau de vanationde x et v

2-a) Démontrerque si ¢ est différent'de 0 alors la tangente a (I') au point A7’ de paramétre 1 est dingée

. . . +q) .
sin p—sing = 281[1(—/)5—(1)(:08[17-—7—1) et cosp—Cosp=—2sm(—p;—/)sm(p2 qj)
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On admettra que ce résultat est encore valable quand ¢ est nul.
™ b) Démontrer que le vecteur MM’ est orthogonal a la tangente a (I)en M.

c) Déterminer et placer points de (I') sur [+ ; #].ou la tangente est paralléle aux axes de
coordonnées.

3-) Construire (') sur [-7 ; =].

PROBLEME: Etude d’une fonction définie par une intégrale.

L’ objectif de ce probléme est d’étudier et de déterminer la primitive G sur IR de la fonction

1

=
2] +2 etquis’annule en 0.

PARTIE A: Etude des variations de G et recherche de ’expression de G(x).

x o dt
Soit G la fonction définie sur R par G(x)=| —F——.
k 2V1+1
1- a) Montrer que G est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

b) On rappelle que si f est une fonction continue et paire définie sur R alors pour tout réel a de
0 a
R,ona [ f()dt=[f@t)dr.
-a 0

Démontrer alors que (& est une fonction impaire.

¢) Déterminer le sens de variation de G .
; ‘ - o1 1
2- a) Démontrer que pour tout réel t de ’intervalle [0 ; +oo[ —<

1+t J1er?

b) Soit x un réel de [0 ; +oo[ . Déduire par intégration sur [O ; x[ del’inégalité précédente que

'ona: len(u X)<G(x) .

c¢) Démontrer que lim G(x) = 400 ; puis en déduire la limite de G(x) quand x tend vers —o.

—+m

d) Dresser le tableau complet des variations de G .

e) Démontrer que (G est une bijection de R sur un intervalle J de R a préciser (on rappelle que
= estintervalle de R).

3- Soit /< la bijection réciproque de (7.
a) Montrer que /" est dérvable sur R et que pour lout X appartenant a =
I (x) =21+ (J7(x))? . (I désigne la fonction dérvée de [+ sur R).

b) En déduire que /- est deux fois dénvable sur s ct que /< est solution de | equation
différenuelle () 3" =4y =0

¢) Déterminer G(0), /7(0) et F'(0)
4- a) Résoudre sur IR I'¢quation différentielle (/)  y"—4y=0.

b) Déterminer ['unique soluton @ de (1) sur IR vénfiant . P(0)=0 et P'(0)=2
¢) Détermuner alors /()
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5-  Onadmet que pour tout réel y:(y+,/y*+1) >0.
a) Démontrer que pour tout réel y ; I’équation F'(x) =y admet pour unique solution dans R

(y+,/1+y ). . )

b) En déduire alors G(x).

PARTIE B: Etude du comportement asymptotique de G au voisinage de +o.

X
1- On pose pour tout £ >1 ettout x>1 : h(t)zl— 1 et H(x)zj h(t)dt .
U 1422 'l
a) Que représente la fonction H pour h ?
< 1
b) Vérifier que : h(f) = .
1+ 1+ 2)YW1+12)

¢) On admet que pour tout 1 >1 : /I-+7% >f. Démontrer que pour tout =1, ona:
1
0<h(1)<—.
O

d) Déterminer alors le sens de variation de H puis démonter que pour tout x>1, on

a:0<H(x) S—Ll{. En déduire que H(x) admet une.limite fmie-l lorsque x tend vers +o0. (On ne

demande pas de calculer cette limite).
2-  a)Enutilisant la définition respectivement de G(x) et Inx par une intégrale,

démontrer que pour tout x>1 : G(x) —iln X= E[ln(l +2) - H(x)} :
b) En déduire que G(x) —%lnx admet une limite finie L. quand X tend vers +o.

c) En utilisant I’expression algébrique de G(x), vérifier que L = %ln 2.

d) Déterminer alors la limite de la fonction / en + .
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